Compléments sur les espaces vectoriels
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1 Espaces vectoriels de dimension finie
1.1 Dimension d’un espace vectoriel

Définition 1.1 : Espace vectoriel de dimension finie

Soit E un espace vectoriel. E est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie. Dans
le cas contraire, F est dit de dimension infinie.

Exemple 1. R" et M,, ,(R) sont de dimension finie.

Exemple 2. R[X] est de dimension infinie.

Définition 1.2 : Rappel : base d’un espace vectoriel

Une famille (f1,..., fp) est une base d’un espace vectoriel E si elle est libre et génératrice.
Autrement dit, pour tout € E, il existe un unique p-uplet (A1,..., ;) € R? tel que

p
z=> N fi
i=1

Les scalaires Aq, ..., \, sont appelés coordonnées de x dans la base (fi,..., fp).

Théoréeme 1.3 : Extraction de base d’une famille génératrice finie

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F est une famille génératrice finie de FE, alors on peut
extraire de F une base B de F.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal de la famille F. O
1 2 —4
Exemple 3. Déterminer une base de E = Vect 11,1 11],]-1
-1 7
Solution.

Corollaire 1.4 : Existence d’une base en dimension finie

Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit a {Or} admet une base.

Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit a {Og} posséde méme une infinité de bases.

Théoréme 1.5 : Théoréeme de la dimension finie

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de F ont le méme nombre de vecteurs.

Démonstration. Admis O



Définition 1.6 : Dimension

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Le nombre de vecteurs commun a toutes les bases de E est
appelé dimension de E, notée dim(FE).

Par convention, la dimension de l’espace réduit a {Og} est 0.
Exemple 4. (Exemples de référence)
(i) La base canonique de R™ posséde n vecteurs :
dim (R") = n.
(71) La base canonique de My »(R) posséde np vecteurs :
dim (M, ,(R)) = np.
(7ii) La base canonique de R, [X]| posséde n + 1 vecteurs :
dim (R, [X]) =n+ 1.
(iv) R[X] ne posséde pas de famille génératrice finie, R{X] est de dimension infinie.

1 2 —4
Exemple 5. Déterminer la dimension de E = Vect 11,11 1],]—-1
-1 7

Solution.

Définition 1.7 : Droites, plans, hyperplans

Soit E un espace vectoriel.
(i) Tout sous-espace vectoriel de E' de dimension 1 est appelé droite vectorielle.
(ii) Tout sous-espace vectoriel de E de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

(iii) Si F est de dimension finie, tout sous-espace vectoriel de E de dimension dim(FE) — 1 est appelé
hyperplan de E.

Exemple 6. Si E = R3[X], alors
(i) F = Vect (X% +1) est une droite vectorielle.
(i) G = Vect (X% +1,2X — 1) est un plan vectoriel.
(i) H = Vect (X3 + 1, X2, X — 2) est un hyperplan de E.

1.2 Familles de vecteurs en dimension finie

1.2.1 Familles libres

Théoréeme 1.8 : Théoréeme de la base incompléte

Si E est un espace vectoriel de dimension n € N* et F = (fi,..., fp) une famille libre de E, alors p < n et
il existe des vecteurs fpi1,..., fn tels que la famille (f1,..., f,) soit une base de E.
Démonstration. Admis O

Exemple 7. Compléter la famille F = (X2 —1,X2%+ 1) pour former une base de Ra[X].

Solution.



Proposition 1.9 : Cardinal d’une famille libre en dimension finie

Si L est une famille libre d’un espace vectoriel E de dimension finie, alors

card(£) < dim(E).

De plus,
card(£) = dim(E) < L est une base de E.
Démonstration. C’est une conséquence du théoreme de la base incomplete. O

Exemple 8. Déterminer si la famille F = (X? — 1, X%+ 1, X — 1,1) est une famille libre de Ro[X].

Solution.

Méthode 1.10 : Famille libre de cardinal égal d la dimension

Cette proposition est trés importante : en dimension finie, si une famille a le bon nombre de vecteurs, il
suffit de prouver qu’elle est libre pour montrer que c’est une base.

11 0 1 00 1 0
Exemple 9. Montrer que F = ((O 1> , (0 O) , <1 0> , (1 _1>> est une base de Ma(R).

Solution.

Une famille libre de p vecteurs engendre un espace de dimension p. En effet, elle est génératrice de son
espace vectoriel engendré par définition, et libre, donc c’est une base de celui-ci.

Exemple 10. Comme (X, X?) est libre, alors Vect (X, XQ) est un espace vectoriel de dimension 2.

1.2.2 Familles génératrices

Proposition 1.11 : Cardinal d’une famille génératrice en dimension finie

Si G est une famille génératrice d’un espace vectoriel F£ de dimension finie, alors
card(G) > dim(E).

De plus,
card(G) =dim(E) < G est une base de E.

Démonstration. On a vu dans le théoréme qu’il existait une sous-famille de G qui est une base de E. [

En dimension finie, si une famille a le bon nombre de vecteurs, il suffit de prouver qu’elle est génératrice
pour montrer que c’est une base.

En pratique, on utilise cependant tres peu cette proposition : en effet, on a la méme propriété avec les
familles libres, et la liberté d’une famille est beaucoup plus facile a prouver.



1.2.3 Bases

Proposition 1.12 : Caractérisation d’une base en dimension finie

Soit F une famille de cardinal n d’un espace vectoriel E de dimension finie n. Alors :

F est libre <  F est une basede E & F est génératrice de F.

Démonstration. C’est une application évidente des propositions et O

1.3 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

Proposition 1.13 : Dimension d’un sous-espace vectoriel

Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel F de dimension finie, alors F' est de dimension finie
et
dim(F) < dim(E).

De plus,
dim(F)=dim(E) < F=E.

Démonstration. Toute famille libre de F' est également une famille libre de F. Ainsi, si F est une base de
F (composée a fortiori de dim(F’) vecteurs), c’est une famille libre de E et, par la proposition elle est
composée de moins de dim(E) vecteurs. D’ou

dim(F) < dim(E).

De plus, si dim(F') = dim(F) alors F est une base de E par la proposition D’ou E = Vect(F) =F. O

Meéthode 1.14 : Egalité d’espaces vectoriels

En dimension finie, nous utiliserons souvent cette proposition pour montrer que deux espaces vectoriels
sont égaux.

2 1 3 5
Exemple 11. Montrer que EE = Vect 31,1 et F' = Vect 71,1 O sont égauc.
-1 -2 0 -7

Solution.
1.4 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 1.15 : Rang d’une famille

Soit F une famille finie d’un espace vectoriel F. On définit le rang de F par
rg(F) = dim(Vect(F))

Le rang d’une famille finie F est la dimension de ’espace vectoriel engendré par cette famille.

Le rang d’une famille F correspond au cardinal de la plus grande famille libre contenue dans la famille F.
Exemple 12. Déterminer le rang de la famille F = (X? — 1, X + 1, X — 1).

Solution.



Exemple 13. Déterminer le rang de la famille F = (X? -1, X +1,X? + X).

Solution.

Propriété 1.16 : Rang d’une famille
Si F est une famille finie d’un espace vectoriel F, alors

(i) rg(F) =card(F) <« F est une famille libre.

(ii) rg (F) =dim(E) < F est une famille génératrice de E.
(iii) rg(F) = card(F) =dim(E) < F est une base de E.

Démonstration. (i) D’aprés la proposition [1.11]
rg (F) = card(F) < dim (Vect (F)) = card(F) < F est une base de Vect (F) < F est une famille libre.
(ii) Comme Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E, d’apres la proposition m,
rg (F) = dim(F) < dim (Vect (F)) = dim(E) < Vect (F) = E < F est une famille génératrice de E.

(iii) C’est la combinaison de (i) et (ii).

O

Exemple 14. Si fi et fo sont deux vecteurs non colinéaires, alors rg (f1, f2) = 2.
On a vu dans le chapitre Espaces vectoriels qu'une opération élémentaire sur la famille (f1, fo,..., f,) ne
change pas ’espace vectoriel engendré Vect(fi, fa,..., fp). On reprend la proposition vue dans le chapitre

Espaces vectoriels :

Proposition 1.17 : Reégles de calcul

Soit (fi1,..., fp, fp+1) une famille de vecteurs de E.

(1) rg(flv"'afp) grg(fla"'7fp7fp+1)

(ii) Si fp+1 est une combinaison linéaire des p autres vecteurs, i.e. fp41 € Vect(f1,..., fp)

rg(fh"'?fP) :rg(flw-'afp?fp-i-l)

(iii) Si A # 0, alors
rg(fh'")fP) :rg(flw"a)\'fp)

(iv) SiAq,...,Ap—1 € R, alors

k=1

p—1
rg(flv"'vfp):rg (fbv)‘fp—l_z)‘k‘fk:)

(v) On peut également échanger deux vecteurs

I'g(fl,...,fi,...fj...,fp):I‘g(fl,...,fj,...fi...,fp)

Pour déterminer le rang de la famille 7, on détermine une base de Vect (F) en effectuant des opérations
élémentaires sur la famille F.

1 2 —4
Exemple 15. Déterminer le rang de la famille F = 11,1 11],]—-1
2 -1 7

Solution.



2 Somme de deux sous-espaces vectoriels

2.1 Définition

Définition 2.1 : Somme de deux sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel, I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F' et G
I’ensemble, noté F' 4+ G, défini par

F+G={r+yavecx e FetyeG}.

On a toujours : F+G=G+F, F+ E=FEet F+{0g} =F.

x 1
Exemple 16. Si F = o | Rz +a0o—a3=0p et G= o | €R3,23=0%, alors
T3 x3
1 1 1 0 1 0
1leF+G car |1 =04+ |1| avec |[O] € F et |1]| €G.
1 1 1 0 1 0
Cependant on n’a pas Uunicité de l’écriture puisque
1 0 1 0 1
=11+ ]|0] avec (1| €F et |0] €G.
1 1 0 1 0

Théoréme 2.2 : Somme de deuzr sous-espaces vectoriels

Soient E/ un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. F'+ G est un sous-espace vectoriel
de FE.

Démonstration. A faire en exercice.
F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E' (au sens de l'inclusion) contenant F' et G.

2.2 Somme directe

Définition 2.3 : Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' et G sont en
somme directe si

FNG= {OE}
Lorsque la somme F' + G est directe, elle est notée F' & G.

Exemple 17. Soient F' = Vect(1, X, X?) = Ro[X] et G = Vect(X3). On a

FNG={0gx)} et F+ G =R3[X] donc F &G = Ra[X].

Exemple 18. Soient F = Vect(1, X, X?) = Ry[X] et G = Vect(X?,X3). On a F + G = R3[X], mais
F NG = Vect(X?) # {Or[x}- Par conséquent, F et G ne sont pas en somme directe.



Théoreme 2.4 : Caractérisation de la somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

F et G sont en somme directe < Vze F+G,M(x,y) e FxG, z=x+y.

En situation de somme directe, tout vecteur de F' + G se décompose de maniére unique comme somme
d’un élément de F' et d’'un élément de G.

Démonstration. = On suppose que F' et G sont en somme directe, donc F'NG = {0g}. Soit z € F + G, on
considere deux décompositions de z en somme de deux vecteurs de F et G :

z:x—i-y:x/—i—y/.

Alorsz—2' =y —y.Orz—2' € Fety —ye G, douzx—12' =9y —y =0g et on a bien unicité de la
décomposition.
< On suppose que la décomposition de chaque élément de F' 4+ G est unique. On considere z € F NG, on a
alors

z2=0g+2=2+4+0g

et, par unicité de la décomposition de z en somme de vecteurs de F' et (G, on obtient bien z = 0. D’ou,
FNG= {O E}
O

Exemple 19. Soient F = Vect (X2 +1,X) et G = Vect (—X2 + 2, X — 1). Montrer que F et G ne sont pas
en somme directe.

Solution.
2.3 Somme de sous-espaces vectoriels en dimension finie

Proposition 2.5 : Concaténation de bases de sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F, de bases
respectives F = (u1,...,up) et G = (v1,...,vy). Alors la famille B = (u1,...,up,v1,...,7,) est une famille
génératrice de F + G

Démonstration. Si z € F 4+ G alors il existe z € F et y € G tels que z = x + y. Comme z € F (resp. y € G),
il existe A1,..., A\, (vesp. p1, ..., fiq) des réels tels que

P q
T = Z Aiu; et y= Z,ujvj.
i=1 j=1

Ainsi
p q
z=xty=) Aui+ » ]
i=1 j=1
donc B est génératrice de F' + G. O
La famille B = (u1, ..., up,v1,...,v,) obtenue par juxtaposition des bases de F' et de G n’est, en général,

pas une base de ' + G.
Exemple 20. Soient F = Vect(1, X) et G = Vect(X, X?), on a F + G = Vect(1, X, X?) = Ry[X].



Remarque 2.6 : Concaténation de familles libres

La concaténation de deux familles libres de F' et de G ne donne pas forcément une famille libre de F' + G.
Il suffit par exemple de considérer le cas ou ces deux familles ont un vecteur commun.

Théoreme 2.7 : Caractérisation de sommes directes par concaténation des bases

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, de bases
respectives F = (uy,...,up) et G = (v1,...,74). On note B = (uy, ..., up,v1,...,0).

FoG=F <« Bestune base de E.

Démonstration. Montrons d’abord que B = (u1,...,up,v1,...,74) est une base de F' @ G.

— D’apres la proposition B est génératrice de F' & G.

p q
— Si Z A + Z p;vj = Op alors comme F' et G sont en somme directe

i=1 j=1
P q
Z)\iui = —Z,u,jvj e FnG = {OE}
i=1 j=1
Dot Ay =+ = Ap = 11 = pg = 0, car F et G sont libres. D’ol1 B est libre.

Donc B est une base de F' @ GG. Montrons alors que

FOG=F <& Bestune base de E.

= On suppose que F'® G = E. Donc B est une base de F & G = E.
< On suppose que B est une base de E. Comme B est une base de F' & G, alors dim(F & G) = dim(E).
D’apres la proposition [I.13] comme F & G est un sous-espace vectoriel de F, alors FF & G = E. O

Exemple 21. Soient F = Vect(1, X) et G = Vect(X?). On a F ® G = Vect(1, X, X?) = Ro[X].

Corollaire 2.8 : Dimension d’une somme directe de deuzr sous-espaces vectoriels

Soient F un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme
directe. Alors

dim (F @ G) = dim (F) + dim (G) .
Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme O

Théoréme 2.9 : Formule de Grassmann

Soient F un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim (F + G) =dim (F) + dim (G) —dim (F N G) .

La formule de Grassmann est le pendant, pour la dimension des sous-espaces vectoriels, de la formule du
cardinal d’une union (formule du crible).

Démonstration. L’idée de la démonstration est la suivante : on considére une base de F' NG. Avec le théoréeme
de la base incompléte, on complete cette base d’une part en une base de F', d’autre part en une base de

G. On montre que lorsqu’on réunit tous ces vecteurs (en ne comptant qu’une fois ceux de F' N G, d’ou le «
moins »), on obtient une base de F' + G. O



Exemple 22. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E tels que dim(F) = 4,
dim(G) =5 et dim(E) = 7. Trouwver les dimensions possibles de F'NG.

Solution.

Exemple 23. Soient E = R3, P et Py deuz plans vectoriels distincts. Montrer que Py + Py, = R? et que
P N Py est une droite vectorielle.

Solution.

2.4 Sous-espaces supplémentaires

Définition 2.10 : Sous-espace supplémentaire

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont

supplémentaires dans F si
FeoG=F.

Par les résultats précédents, deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires si et seulement si FNG =
{0g} et F+ G = E, ou encore, si et seulement si tout vecteur de E se décompose de maniére unique comme
somme de deux vecteurs de F' et G.

Exemple 24. Soit F' = Vect(X). Déterminer un supplémentaire de F' dans Ra[X]. Ce supplémentaire est-il
unique ?

Solution.

Théoréme 2.11 : Ezistence d’un supplémentaire en dimension finie

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' possede un
sous-espace supplémentaire dans F.

Ce supplémentaire est de dimension dim(F) — dim(F').

Démonstration. 11 suffit de considérer une base F de F' que 'on compléte en une base B de E. Les vecteurs
ajoutés a F pour former B engendrent alors un supplémentaire de F' dans E. O

Proposition 2.12 : Caractérisation du supplémentaire en dimension finie

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

FNG={0g} @{F+G:E

F et G sont supplémentaires dans F <
dim(F) 4+ dim(G) = dim(E) dim(F) 4+ dim(G) = dim(E)

Démonstration. A faire en exercice en utilisant la formule de Grassmann. O

D’apres le théoreme deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires si et seulement si la concaté-
nation de n’importe quelle base de F' et de n’importe quelle base de G donne une base de F.

Exemple 25. Soient E = R? et P un plan vectoriel. Montrer que toute droite vectorielle qui n'est pas incluse
dans P est un supplémentaire de P.

Solution.

10



Annexe : Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Soient (), une suite réelle, a et b deux réels. On dit que (uy), oy est récurrente linéaire d’ordre
2 de parametres (a,b) si
(%) : Vn €N, Upio = aups1 + buy.

Lemme 2.13 : Structure d’espace vectoriel pour les solutions de (*)

L’ensemble E des suites réelles (u,)nen vérifiant la relation (x) est un espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration. 11 est simple de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de RY, espace vectoriel des suites
réelles. Montrons que E est de dimension 2.

Considérons les deux suites (vp)nen €t (wn)nen définies par la relation (x) et vg = 1, v1 = 0 pour (vp)nen,
wo = 0, wy = 1 pour (wy)nen. Grace au principe de récurrence, on vérifie que ces deux suites sont bien
définies.

(i) La famille ((vy,), (wy)) est libre : soient A, u deux réels tels que
VneN, A, + pw, =0.

En utilisant cette relation pour n = 0 et n = 1, on obtient immédiatement A = p = 0.

(ii) La famille ((vy,), (wy,)) est génératrice de E : Soit (up)nen une suite de E. On pose
Vn €N, z, = ugv, + ui wy,.

On a zgp = ug et z; = uy. Par récurrence double, en utilisant la relation (x) vérifiée a la fois par (uy)nen
et (zn)nen, on montre que
Vn €N, z, = upy.

Ce qui montre que tout élément de E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de (vp)nen €t
(wn)nGN'

La famille ((vy,), (wy,)) est donc une base de E : E est un espace vectoriel de dimension 2. O

Soit (un), ey une suite récurrente linéaire d’ordre 2 réelle de parametres (a,b). Son équation caracté-
ristique est définie comme étant I’équation d’inconnue x € R :

(x%) : 2% —azx —b=0.

Proposition 2.14 : Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
(i) Si (*x) possede deux solutions réelles 1 et a9, alors 3 (\, u) € R? tel que
VneN, wu,=Az]+ pxh.
(ii) Si (#*) possede une unique solution réelle xy = %, alors 3(\, p) € R? tel que

VneN, wu,=An+p) xg.

Démonstration. D’apres le lemme Pensemble E des suites réelles (uy,)nen vérifiant la relation (x) est
un espace vectoriel de dimension 2. Pour déterminer ’ensemble E, on cherche donc deux suites solutions
formant une famille libre.

11



(i)

Si (*x) possede deux solutions réelles x1 et x2, montrons que les deux suites (27), o et (25),,cy sont
dans F.

n+2 n _2
Vn € N, zj = xy 7

= z7 (ax1 +b) car x; est solution de (kx),

ax Fbat

(27),ey vérifie la relation () et est donc dans E. De méme, (275), .y est dans E.
Montrons que ((7),,ex > (25),cn) €st une famille libre. Soient A, deux réels tels que

VneN, Azl + pzd =0.

En utilisant cette relation pour n = 0 et n = 1, on obtient immédiatement A = p = 0. Ainsi
(@) pen s (@5),en) est une famille libre de cardinal 2 de E et E est un espace vectoriel de dimension 2.
Par conséquent, ((27),cn s (75),cn) est une base de E.

Si (#x) posséde une unique solution réelle zy, de méme que précédemment on montre que ((z),,cx > (7 2F),en)
est une famille libre de F, espace vectoriel de dimension 2 et donc une base de E.
En effet, pour montrer que (n (), .y appartient & £ on effectue

vneN, (n+2)agt? — (a (n+1)xp™ + bnajg) = nuzgy (m% —axg — b) + 22072 — qzgtt

_ n+2 n+1
= 2z —ax,

= 2207 (220 — a)

a
= 0 carxg=—.
2

car xq est solution de (kx),
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